
2011年度秋学期　統計学　第４回
分布をまとめる － 平均と分散

代表値

度数分布のヒストグラムによる表現は，視覚的にはよくわかる表現です。しかし，度数分布から取り
出される情報を今後の処理に用いたり，比較したりするには，分布を１つの数字で表現する必要があり
ます。これを，代表値といいます。ここでは，もっともよく使われる代表値である算術平均と，分布を
表現するもうひとつの重要な指標である分散，さらに分散を発展させた「モーメント」の考えについて
説明します。

算術平均

データを x1, x2, . . . , xn，総データ数を nとするとき，算術平均 (arithmetic mean, 相加平均ともい
う) は次の式で定義されます。

x̄ =
x1 + x2 + · · ·+ xn

n
=

1

n

n∑
i=1

xi (1)

つまり，算術平均 ＝（データの合計）／（データ数）です。ふつう，単に「平均」といえば算術平均の
ことをさします。

メディアンとモード

平均には，突出した値に左右されやすいという欠点があります。例えば，「ある団地の各住人の月収は
20 万円，21 万円，21 万円，19 万円，100 万円で，平均月収は 36.4 万円である」という時，この 36.4

万円という値には代表値としての意味はあまりありません。

このようなときに用いられるのが，前回の講義で「ボックスプロット」のところで出てきた中位数で，
一般的にはメディアン（median，中央値）とよばれるものです。これは，データを大きさの順に並べ替
えた時，中央の順位になる値です。この例の場合 21 万円となります。

一方，モード（mode, 最頻値）は，度数分布表で度数がもっとも多い階級の階級値のことです。これ
はすなわちヒストグラムが柱の面積が一番大きい階級の階級値で，ヒストグラムの峰が１つ（単峰性分
布）の場合はよい代表値になります。

（教科書１５ページも参照）

度数分布から算術平均を求める

データの度数分布がわかっているときに，その平均を求めるにはどうすればよいでしょうか？ 平均と
はデータの合計をデータの個数で割ったものです。一方，ある階級の度数は「その階級値をとるデータ
が，何個あるか」を表しています。そこで，

平均＝（データの合計）／（データ数）
　　＝（［階級値×度数］の合計）／（データ数）
　　＝［階級値×（度数／データ数）］の合計
　　＝［階級値×相対度数］の合計
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ですから，「平均 ＝［階級値×相対度数］の合計」ということになります。

分散と標準偏差

分布をもっとも簡単に１つの数字で表したのが代表値ですが，代表値だけでは，その分布が「どのく
らいばらついているか」は表現できません。その例を見てみましょう。つぎのようなデータの組 A, B,

C があるとします。

A: 0, 3, 3, 5, 5, 5, 5, 7, 7, 10

B: 0, 1, 2, 3, 5, 5, 7, 8, 9, 10

C: 3, 4, 4, 5, 5, 5, 5, 6, 6, 7

これらの平均はいずれも 5 で，平均値ではこれらの分布を区別して表現することはできません。これ
らの分布の違いは，ばらつきにあります。

AとBは分布の幅（レンジ）は違いませんが，分布の平均値への集まり具合がちがいます。レンジは
分布の両端の値しか使っていないので分布の平均値への集まり具合を表現することはできませんが，次
に述べる分散や標準偏差は，分布内のすべてのデータを使うので，集まり具合を表現できます。

　各データと平均との差を偏差といい，各データが平均からどのくらい離れているかを表します。「偏
差の平均」を求めれば，このデータ組の「データの平均からの散らばり具合」がわかりそうですが，平
均値はデータ組のちょうど真ん中の値ですから，「偏差の平均」は０になってしまいます。

そこで，「偏差の平均」のかわりに「（偏差）2の平均」を用います。（偏差）2はすべて正ですから，「（偏
差）2の平均」，すなわち「各データについての偏差の２乗の合計を総データ数で割ったもの」でばらつ
きの程度を表現できます。これが分散 (variance)です。式で書くと，各データを x1, x2, . . . , xn，総デー
タ数を n，平均を x̄とするとき，分散 σ2はつぎのようになります。

σ2 =
1

n

{
(x1 − x̄)2 + (x2 − x̄)2 + · · ·+ (xn − x̄)2

}
=

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2
(2)

また，分散の平方根を標準偏差 (standard deviation, SD)といいます。データの単位がm（メートル）の
とき，分散の単位はm2，すなわち平方メートルになってしまいますが，標準偏差の単位は同じm です。

分散を求めるとき，なぜ偏差の絶対値をとらずに偏差を２乗するのか？

確かに，偏差の絶対値を使って計算しても，「偏差を全部正の値にしてから平均する」という目的は達
せられます。しかし，絶対値の計算は２乗よりも簡単そうですが，実はそうではありません。２乗の計
算は，どんな数に対しても同じ手続きでできますが，絶対値の計算は，正の数と負の数とで別の手続き
が必要です。みなさんも，高校の数学の時間に，「y = 2x+3のグラフを描け」といった問題で，ややこ
しい場合分けをやった記憶があると思います。こういう事情で，偏差の絶対値の平均は用いられず，偏
差の２乗の平均である分散が用いられているのです。さらに，２乗を考えると，これを３乗，４乗，．．．
に発展させることができます。これについては，すぐあとで説明します。
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注意

　教科書 16～17ページには，データ数 nではなく n − 1で割る「標本分散」について書かれていま
す。これについては，第９回で説明します。

度数分布から分散を求める

上で，度数分布から平均を求める方法として「平均 ＝［階級値×相対度数］の合計」となることを示
しました。分散は「（偏差）2 の平均」ですから，上の計算を利用すると，「分散＝［（偏差）2× 相対度
数］の合計」すなわち「分散＝［（階級値 − 平均）2× 相対度数］の合計」という計算で求められます。

モーメント

度数分布において，分布しているデータを変数X で代表し1，ある階級の階級値を xで表します。ま
た，階級値が xである階級の相対度数を，f(x)で表すことにします。このとき，平均をE(X) で表すこ
とにすると，上で示した，度数分布から平均を求める計算により

E(X) =
∑
x

xf(x) (3)

となります。E(X)すなわち平均を µで表すことにします。

分散は，(偏差)2，すなわち (X − µ)2の平均ですから，(3)式と同様の書き方を用いれば

V (X) = E((X − µ)2) =
∑
x

(x− µ)2f(x) (4)

と表すことができます。V (X)，すなわち分散は，σ2で表すこともよくあります。こうすると，標準偏
差は σ ということになります。

これらを一般的に表して，「変数X の関数 g(X)の平均」E(g(X))を考えると，

E(g(X)) =
∑
x

g(x)f(x) (5)

となり，上の平均や分散は (5)式の特殊な場合と考えることができます。

E(g(X))の別の特殊な場合として，E(Xk)やE((X−µ)k)（kは自然数）を考えます。これらをXの k

次のモーメント（積率）とよびます。E(Xk)を原点のまわりのモーメントとよんでµ′
kで表し，E((X−µ)k)

を平均のまわりのモーメントとよんで µk で表します。平均 µは，実は原点のまわりの１次モーメント
µ′
1 であり，分散 V (X)は平均のまわりの２次のモーメント µ2であるということになります。

「モーメント」という名前は，力学の用語からの類推から来ています。力学では，「物体中の各点の原
点（あるいは重心）からの距離×その点にある質量（あるいは働く力）」を物体中の全ての点について
合計したものを，「原点（重心）のまわりの１次のモーメント」といいます。E(X)を求める式で，x を
距離，f(x)を質量（力）とすれば力学でのモーメントと同じになります。

1つまり，分布そのものをひとつの変数X であらわしていることになります。この考え方は，次回の講義で「確率変数」を
説明するときに，もう一度出てきます。
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図 1: 歪度（ヒストグラムの上辺を連続曲線で表示）

f(x)

x
µ
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α4:小

図 2: 尖度（同上）

平均や分散は，分布の特徴を記述するのにもっとも頻繁に使われる量です。さらに高次のモーメント
を用いると，分布の特徴をより細かく記述できます。その中でよく使われるのは，α3 = µ3/σ3で定義さ
れる歪度 (skewness)と，α4 = µ4/σ4を用いて α4 − 3で定義される尖度 (kurtosis)です2。

(X −µ)3は，x > µ，すなわちデータが平均より大きいときは正で，x < µのときは負になります。し
たがって，データが平均より大きい階級において相対度数 f(x)が大きければ，µ3は正になり，データ
が平均より小さい階級で相対度数 f(x)が大きければ µ3は負になりますから，歪度は，f(x)のヒストグ
ラムの，正負の方向への偏り具合をあらわします。

また，(X − µ)4は，データが平均に近いとき非常に小さくなりますから，単峰性分布（ヒストグラム
の峰がひとつである分布）の場合に µ4の値が大きくなるためには，f(x)が x = µ付近で突出して大き
くなる必要があります。すなわち，尖度が大きいことは，f(x)のヒストグラムが，µ付近で上にとがっ
ていることを示しています。

標準得点

あるデータが，その分布の中でどのぐらいの位置にいるかを表現するには，各分布を同じ平均・同じ
標準偏差の分布に換算して表現すると便利です。これを実現するために，適当な定数 a, bをもってきて，

2”3”は，正規分布モデル（第５回で説明します）の場合の α4 の値です
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もとの分布の各データ xiに対して zi = axi + bという計算をして，別のデータ ziを作ることを考えま
す。これを，「各データ xiを，zi = axi + bという１次式で ziに変換する」といいます。また，分布そ
のものを，代表してX であらわすと，「分布X を，Z = aX + bという１次式で分布 Zに変換する」と
いうこともできます。

このとき，変換前の分布の平均を µx・分散を σ2
x・標準偏差を σxとし，変換後の分布の平均を µz・分

散を σ2
z・標準偏差を σz とすると，

µz = aµx + b, σ2
z = a2σ2

x, σz = |a|σx (6)

となります（理由は付録を参照して下さい）。

ここで，a = 1
σx
, b = −µx

σx
とおいた場合を考えてみましょう。このとき，

µz =
1

σx
µx +

(
−µx

σx

)
= 0, σz = | 1

σx
|σx = 1 (7)

となります。すなわち，この計算で新しい分布をつくると，その平均は 0，標準偏差は 1 となります。あ
る分布の各データを，このように平均 0，標準偏差 1 に換算したデータを標準得点といい，「平均値より
も，標準偏差の何倍大きい・小さいか」を表します。例えば，「あるデータを標準得点に換算すると−1.5

点である」ということは，そのデータが平均値にくらべて標準偏差の 1.5倍小さい値であることを意味
しています。標準得点は，平均や標準偏差の異なる分布がいくつかあるとき，それぞれを同じ平均・標
準偏差に換算して比較するために用います。

上で求めた標準得点（平均 0，標準偏差 1）に対して，さらに a = 10，b = 50とおいて各データをもう
一度変換してみます。すると，(6)式に a = 10，b = 50を代入すると分かるように，変換後の分布は平
均 50 点，標準偏差 10 点となります。このように各データを変換して得られる得点が，受験でおなじみ
の偏差値です。例えば，偏差値 70 点とは，その試験の平均点よりも標準偏差の 2 倍だけ高い点数であ
ることを表しています。これは，学力テストは 100 点満点で行われることが多いため，30 点～ 70 点あ
たりのなじみのある値で分布中の位置を表現するために考案されたものです。

今日の演習

１．下の度数分布表について，表の空欄を埋めて，平均・分散を求めてください。

２．ある 10 人のクラスで数学の試験を行ったところ，その得点は 20, 45, 50, 50, 60, 60, 65, 70, 70,

100（点）でした。このとき，

1. 平均と標準偏差を求めてください。

2. 得点が 70 点の人の偏差値は何点ですか。

3. 偏差値 65 点は，試験の得点では何点に相当しますか。
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階級 階級値 相対度数 階級値×相対度数 偏差 (偏差)2 (偏差)2 ×相対度数
0～9（点） 5 0.04

10～19 15 0.16

20～29 25 0.08

30～39 35 0.12

40～49 45 0.10

50～59 55 0.10

60～69 65 0.12

70～79 75 0.08

80～89 85 0.18

90～100 95 0.02

合計 1.0 　　　=平均 　　　=分散

表 1: 度数分布から平均・分散を求める

付録：(6)式の導出

算術平均および分散の定義から，

µz =
z1 + z2 + · · ·+ zn

n

=
(ax1 + b) + (ax2 + b) + · · ·+ (axn + b)

n

=
a(x1 + x2 + · · ·+ xn) + nb

n
= aµx + b

(A1)

となります。また，

σ2
z =

1

n

{
(z1 − µz)

2 + (z2 − µz)
2 + · · ·+ (zn − µz)

2
}

=
1

n

{
((ax1 + b)− (aµx + b))2 + ((ax2 + b)− (aµx + b))2 + · · ·+ ((axn + b)− (aµx + b))2

}
=

1

n

{
a2(x1 − µz)

2 + a2(x2 − µz)
2 + · · ·+ a2(xn − µz)

2
}

= a2
1

n

{
(x1 − µz)

2 + (x2 − µz)
2 + · · ·+ (xn − µz)

2
}
= a2σ2

x

(A2)

となりますから，σz = |a|σxとなります。
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