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2016年度秋学期　画像情報処理

浅野　晃  
関西大学総合情報学部

離散フーリエ変換と離散コサイン変換
第９回
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JPEG方式による画像圧縮
画像を波の重ね合わせで表わし，
一部を省略して，データ量を減らす

ひとつのセルを，
これらの波の重ね合わせで表す8×8ピクセルずつの

セルに分解

細かい部分は，どの画像でも大してかわ
らないから，省略しても気づかない
省略すると，データ量が減る

（著作権の問題により画像をはずしました）
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Karhunen-Loève変換（KL変換）
画像を主成分に変換してから伝送する

p画素の画像

1 

p 

第１～第p / 2

主成分だけを
伝達する

主成分に
変換

もとの画
素に戻す

p画素の画像
（情報の損失が最小）

図 5: KL 変換による画像データの圧縮

この主成分を受け取ったほうでは，主成分への変換の逆変換（zから xへの変換）を行って，元の画
像にもどします。この逆変換は
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となります。こうすると，画素の数を 1/2にしたときに情報の損失が最小になります。

しかし，この方法を用いるには，取り扱う全ての画像を調べて分散共分散行列を求める必要がありま
す。一般的にはそれは不可能です。つまり，これから取り扱う画像がどんな画像かわからなければKL

変換はできませんが，そんなことはわかるはずもありません。

そこで，主成分のかわりに，あらかじめ適当な基底ベクトルを決めておき，情報の損失を「最小では
なくともなるべく少なくする」方法が広く用いられています。次回，次々回の講義で説明します。
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データ量が半分でも 
情報の損失は最小

2016年度秋学期　画像情報処理
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KL変換の大問題

主成分を求めるには， 
分散共分散行列が必要

分散共分散行列を求めるには， 
「いまから取り扱うすべての画像」が 
事前にわかっていないといけない

そんなことは不可能。
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そこで

原画像Xは，m2個の基底画像にそれぞれ 
変換後画像Zの各要素をかけて足し合わせたもの
になっている

ベクトルの直交変換を，行列の直交変換におきか
えて，どういう変換か見えるようにする
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JPEG方式による画像圧縮
画像を波の重ね合わせで表わし，
一部を省略して，データ量を減らす

ひとつのセルを，
8×8の波画像の重ね合わせで表す8×8ピクセルずつの

セルに分解

細かい部分は，どの画像でも大してかわ
らないから，省略しても気づかない
省略すると，データ量が減る

波画像のひと
つひとつが
基底画像

（著作権の問題により画像をはずしました）
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そこで

原画像Xは，m2個の基底画像にそれぞれ 
変換後画像Zの各要素をかけて足し合わせたもの
になっている

ベクトルの直交変換を，行列の直交変換におきか
えて，どういう変換か見えるようにする

どういう直交変換（ユニタリー変換）を用いるかを，
基底画像を目でみて決める

波の基底画像を用いる→フーリエ変換
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離散フーリエ変換を行列で
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２次元フーリエ変換

指数関数の性質から

x方向のフーリエ変換 y方向の 
フーリエ変換

2013年度春学期　画像情報処理　第９回
第２部・画像情報圧縮／ 離散フーリエ変換と離散コサイン変換

前回は，画像を行列で表し，縦方向と横方向それぞれに作用する直交変換・ユニタリー変換を行う枠
組みを示しました。しかし，どのような変換をすれば「重要でない成分をごまかす」ことができるのか
は，結局画像の統計的性質がわからなければわからない，ということでした。

そこで，変換としてフーリエ変換を用いることにします。フーリエ変換は，関数を各周波数の波（三
角関数）に重みをつけた足し算（フーリエ級数）によって表すと考えたときに，重みを周波数の関数で
表すものです。高い周波数に対応する成分は，各画像間で違いが少ないので，省略してもかまわないと
いうものです。画像情報圧縮の規格として広く用いられている JPEG方式には，フーリエ変換から派生
したコサイン変換が用いられています。

今回は，前回説明した直交変換の枠組みでフーリエ変換を表し，フーリエ変換・コサイン変換による
画像情報圧縮の方法を説明します。

２次元離散フーリエ変換

この講義の第１部で，２次元の関数 f(x, y)のフーリエ変換を

F (νx, νy) =

∫∫ ∞

−∞
f(x, y) exp{−i2π(νxx+ νyy)}dxdy (1)

と定義しました。この式は

F (νx, νy) =

∫∫ ∞

−∞
f(x, y) exp(−i2πνxx) exp(−i2πνyy)dxdy

=

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
f(x, y) exp(−i2πνxx)dx

]
exp(−i2πνyy)dy (2)

と書き直すことができるので，x, yそれぞれの方向について１次元のフーリエ変換を行なっていること
に相当します。また，１次元のN 項の数列 u(n)の離散フーリエ変換は

U(k) =
N−1∑

n=0

u(n) exp(−i2π
k

N
n) (k = 0, 1, . . . , N − 1) (3)

となることも，第２講で説明しました。これらのことから，m方向にM 項，n方向にN 項の２次元数
列 u(m,n)の２次元離散フーリエ変換は

U(k, l) =
N−1∑

n=0

[
M−1∑

m=0

u(m,n) exp(−i2π
k

M
m)

]
exp(−i2π

l

N
n) (4)

(k = 0, 1, . . . ,M − 1, l = 0, 1, . . . , N − 1)と定義することができます。とくにM = N の場合，つまり正
方形のディジタル画像のフーリエ変換を想定すると，(4)式は

U(k, l) =
N−1∑

n=0

[
N−1∑

m=0

u(m,n) exp(−i2π
k

M
m)

]
exp(−i2π

l

N
n) (k, l = 0, 1, . . . , N − 1) (5)

となります。

浅野　晃／画像情報処理（2013 年度春学期）　第９回 (2013. 6. 5) http://racco.mikeneko.jp/　 1/5 ページ

2013年度春学期　画像情報処理　第９回
第２部・画像情報圧縮／ 離散フーリエ変換と離散コサイン変換

前回は，画像を行列で表し，縦方向と横方向それぞれに作用する直交変換・ユニタリー変換を行う枠
組みを示しました。しかし，どのような変換をすれば「重要でない成分をごまかす」ことができるのか
は，結局画像の統計的性質がわからなければわからない，ということでした。

そこで，変換としてフーリエ変換を用いることにします。フーリエ変換は，関数を各周波数の波（三
角関数）に重みをつけた足し算（フーリエ級数）によって表すと考えたときに，重みを周波数の関数で
表すものです。高い周波数に対応する成分は，各画像間で違いが少ないので，省略してもかまわないと
いうものです。画像情報圧縮の規格として広く用いられている JPEG方式には，フーリエ変換から派生
したコサイン変換が用いられています。

今回は，前回説明した直交変換の枠組みでフーリエ変換を表し，フーリエ変換・コサイン変換による
画像情報圧縮の方法を説明します。

２次元離散フーリエ変換

この講義の第１部で，２次元の関数 f(x, y)のフーリエ変換を

F (νx, νy) =

∫∫ ∞

−∞
f(x, y) exp{−i2π(νxx+ νyy)}dxdy (1)

と定義しました。この式は

F (νx, νy) =

∫∫ ∞

−∞
f(x, y) exp(−i2πνxx) exp(−i2πνyy)dxdy

=

∫ ∞

−∞

[∫ ∞

−∞
f(x, y) exp(−i2πνxx)dx

]
exp(−i2πνyy)dy (2)

と書き直すことができるので，x, yそれぞれの方向について１次元のフーリエ変換を行なっていること
に相当します。また，１次元のN 項の数列 u(n)の離散フーリエ変換は

U(k) =
N−1∑

n=0

u(n) exp(−i2π
k

N
n) (k = 0, 1, . . . , N − 1) (3)

となることも，第２講で説明しました。これらのことから，m方向にM 項，n方向にN 項の２次元数
列 u(m,n)の２次元離散フーリエ変換は

U(k, l) =
N−1∑

n=0

[
M−1∑

m=0

u(m,n) exp(−i2π
k

M
m)

]
exp(−i2π

l

N
n) (4)

(k = 0, 1, . . . ,M − 1, l = 0, 1, . . . , N − 1)と定義することができます。とくにM = N の場合，つまり正
方形のディジタル画像のフーリエ変換を想定すると，(4)式は

U(k, l) =
N−1∑

n=0

[
N−1∑

m=0

u(m,n) exp(−i2π
k

M
m)

]
exp(−i2π

l

N
n) (k, l = 0, 1, . . . , N − 1) (5)

となります。

浅野　晃／画像情報処理（2013 年度春学期）　第９回 (2013. 6. 5) http://racco.mikeneko.jp/　 1/5 ページ

２次元フーリエ変換は分離可能
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２次元離散フーリエ変換
１次元離散フーリエ変換
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２次元離散フーリエ変換（分離可能な形式）

縦横の大きさが同じなら
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離散フーリエ変換を行列で表す
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さて，前回の講義で，行列X の縦横に分離可能 (separable)なユニタリー変換は，ユニタリー行列R

を使って
Z = RXR′ (6)

と表せることを示しました。この形式で (5)式の変換を表すことを考えてみましょう。(6)式の行・列と
(5)式の各変数を対応させると

l↓
k→

(Z = U(k, l)) = l↓
n→
(R) · n↓

m→
(X = u(m,n)) · m↓

k→(
R′) (7)

という形になります。そこで，(5)式の∑の計算と (7)式の行列の演算を対応させると，
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. . .
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(8)

となります。これらは対称行列ですから，

WN = exp(− i2π

N
) (9)

とおいて

R =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

W 0·0
N · · · W 0·n

N · · · W 0·(N−1)
N

...
. . .
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. . .
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N

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(10)

とすると
Z = RXR (11)

と表すことができます。

ここで行列Rと行列R′∗の積を求めてみましょう。行列Rの，第 n列と第 n′列の複素共役の内積を
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2013年度春学期　画像情報処理　第９回
第２部・画像情報圧縮／ 離散フーリエ変換と離散コサイン変換
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n) (k = 0, 1, . . . , N − 1) (3)

となることも，第２講で説明しました。これらのことから，m方向にM 項，n方向にN 項の２次元数
列 u(m,n)の２次元離散フーリエ変換は

U(k, l) =
N−1∑

n=0

[
M−1∑

m=0

u(m,n) exp(−i2π
k

M
m)

]
exp(−i2π

l

N
n) (4)

(k = 0, 1, . . . ,M − 1, l = 0, 1, . . . , N − 1)と定義することができます。とくにM = N の場合，つまり正
方形のディジタル画像のフーリエ変換を想定すると，(4)式は

U(k, l) =
N−1∑

n=0

[
N−1∑

m=0

u(m,n) exp(−i2π
k

N
m)

]
exp(−i2π

l

N
n) (k, l = 0, 1, . . . , N − 1) (5)

となります。

浅野　晃／画像情報処理（2013 年度春学期）　第９回 (2013. 6. 5) http://racco.mikeneko.jp/　 1/6 ページ

2016年度秋学期　画像情報処理

A
. A

sa
no

, K
an

sa
i U

ni
v.

離散フーリエ変換を行列で表す
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(5)式の各変数を対応させると
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(Z = U(k, l)) = l↓
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(R) · n↓

m→
(X = u(m,n)) · m↓

k→(
R′) (7)

という形になります。そこで，(5)式の∑の計算と (7)式の行列の演算を対応させると，
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(8)

となります。これらは対称行列ですから，

WN = exp(− i2π

N
) (9)

とおいて
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W 0·0
N · · · W 0·n
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とすると
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と表すことができます。
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離散フーリエ変換を行列で表す
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N n
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. . .
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と表すことができます。

ここで行列Rと行列R′∗の積を求めてみましょう。行列Rの，第 n列と第 n′列の複素共役の内積を
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ところで，本当にユニタリー？
ある列と，ある列の複素共役の内積 
異なる列なら０，同じ列なら１　ならユニタリー求めると

N−1∑

l=0

W ln
N · (W ln′

N )∗ =
N−1∑

l=0

exp(− i2πln

N
) exp(− i2πln′

N
)

=
N−1∑

l=0

exp(− i{(n− n′)2π}l
N

)

=
N−1∑

l=0

W (n−n′)l
N (12)

となります。この値は，n ̸= n′のとき
N−1∑

l=0

W (n−n′)l
N =

1−W (n−n′)N
N

1−W (n−n′)
N

=
1−

(
WN

N

)(n−n′)

1−W (n−n′)
N

=
1− 1(n−n′)

1−W (n−n′)
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N =
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1 = N (14)

となります。したがってRR′∗ = NI となり，Rはユニタリー行列ではありません。RR′∗は単位行列の
N 倍になっているわけですから，Rをユニタリー行列とするには，WN をすこし変えて，

WN =
1√
N

exp(− i2π

N
) (15)

と定義すればよいことになります。このとき，逆変換は

X = R∗ZR∗ (16)

となります。このように定義した離散フーリエ変換をとくにユニタリー離散フーリエ変換 (unitary DFT)

ということもあります。

さて，もとの関数をサンプリングすると，周波数空間ではもとの関数の周波数分布が周期的に繰り返
されることになります。離散フーリエ変換は，もとの周波数分布の周波数 0のところから１周期分を取
り出して N 等分にサンプリングしたものに相当しています。したがって，１次元の離散フーリエ変換
においては，U(0)が元の周波数分布の周波数 0に，U(1), U(2), . . . , U(N/2 − 1)までが正の周波数に，
U(N − 1), U(N − 2), . . . , U(N/2)個は逆順に負の周波数に相当します（図 1）。また，実関数のフーリエ
変換は振幅が偶関数，位相が奇関数となることが知られています。このことは，第２講で説明したとお
り，(3)式で定義される，実数列の１次元の離散フーリエ変換について，

U∗(N − k) = U(k) (17)

がなりたつことに対応しています。
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ユニタリー離散フーリエ変換
前ページの計算で
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においては，U(0)が元の周波数分布の周波数 0に，U(1), U(2), . . . , U(N/2 − 1)までが正の周波数に，
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り，(3)式で定義される，実数列の１次元の離散フーリエ変換について，

U∗(N − k) = U(k) (17)

がなりたつことに対応しています。
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となります。この形の変換を画像の直交変換 (orthogonal transformation) といいます。また，Rの要素
に複素数を考えるときは，RR′∗ = I となるような行列 Rを用います。記号 ∗は共役行列（各要素の複
素共役をとった行列）を意味します。このような行列をユニタリー行列 (unitary matrix) といい，この
とき (11)(12)の変換をユニタリー変換 (unitary transformation) といいます。

基底画像と画像情報圧縮

さて，どのような直交変換あるいはユニタリー変換を行なえば，つまりどんな Rを選べば，「たいて
いの」画像を圧縮できるのでしょうか？ それは後で説明するとして，ここでは，とりあえず，どのよう
なユニタリー変換Rを用いるかを決めたものとして，先に進みましょう。

変換後の画像 Z を，「要素のうち１つだけが 0でない行列m2個の和」，すなわち

Z =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

z11 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
+

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 z12 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
+ · · ·+

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · zmm

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
(13)

のように分解すると考えます。このとき，行列Rを行ベクトルを使って

r′j = (rj1 · · · rjk · · · rjm) , R =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

r′1
...

r′j
...

r′m

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(14)

と表すと，(12)式は

X = R′

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

z11 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
R+R′

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 z12 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · 0

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
R+ · · ·+R′

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 · · · 0

0 0 · · · 0
...

...
. . .

...

0 0 · · · zmm

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
R

= R′z11

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

r′1
0′

...

0′

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
+R′z12

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

r′2
0′

...

0′

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠
+ · · ·+R′z12

⎛

⎜⎜⎜⎜⎝

0′

0′

...

r′m

⎞

⎟⎟⎟⎟⎠

= z11r1r
′
1 + z12r1r

′
2 + · · ·+ zmmrmr′m

=
m∑

i=1

m∑

j=1

zijrir
′
j (15)

のように，Rの行（R′の列）どうしの直積でできる行列に分解されます（付録参照）。

これらの直積による行列を，基底画像（basis image) といいます。このように書くと，変換後の画像
（行列）の各要素 zijは各々の基底画像の係数と考えることができます。すなわち，「元の画像Xは，(ij)
番の基底画像を zij 倍して足しあわせたもので表される」ことになります。

そこで，画像Xを通信する際，事前に変換Rを決めたので，それから求められる基底画像を送信側と
受信側に知らせておくとします。そうすると，もしも，m2個ある zij のうちいくつか以外を 0とみなせ
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とおけば

となって，ユニタリーになる

さて，前回の講義で，行列X の縦横に分離可能 (separable)なユニタリー変換は，ユニタリー行列R

を使って
Z = RXR′ (6)

と表せることを示しました。この形式で (5)式の変換を表すことを考えてみましょう。(6)式の行・列と
(5)式の各変数を対応させると

l↓
k→

(Z = U(k, l)) = l↓
n→
(R) · n↓

m→
(X = u(m,n)) · m↓

k→(
R′) (7)

という形になります。そこで，(5)式の∑の計算と (7)式の行列の演算を対応させると，

R′ =

m↓

k→⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e−i2π 0
N 0 · · · e−i2π k

N 0 · · · e−i2πN−1
N 0

...
. . .

e−i2π 0
N m e−i2π k

N m

...
. . .

e−i2π 0
N (N−1) e−i2πN−1

N (N−1)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

となり，また

R =

l↓

n→⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e−i2π 0
N 0 · · · e−i2π 0

N n · · · e−i2π 0
N (N−1)

...
. . .

e−i2π l
N 0 e−i2π l

N n

...
. . .

e−i2πN−1
N 0 e−i2πN−1

N (N−1)

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(8)

となります。これらは対称行列ですから，

WN = exp(− i2π

N
) (9)

とおいて

R =

⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

W 0·0
N · · · W 0·n

N · · · W 0·(N−1)
N

...
. . .

W l·0
N W ln

N
...

. . .

W (N−1)·0
N W (N−1)(N−1)

N

⎞

⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(10)

とすると
Z = RXR (11)

と表すことができます。

ここで行列Rと行列R′∗の積を求めてみましょう。行列Rの，第 n列と第 n′列の複素共役の内積を
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離散コサイン変換
フーリエ変換では，複素数を扱う必要がある

実数だけで計算できる変換こで，実際の画像圧縮でよく用いられているのが，離散コサイン変換 (discrete cosine transformation,

DCT) です。離散コサイン変換では，行列Rは (10)式のかわりに

R =

l↓

n→⎛

⎜⎜⎝

. . .

r(n, l)
. . .

⎞

⎟⎟⎠,

r(n, l) =

{
1√
N

l = 0
2√
N
cos (2n+1)lπ

2N l ̸= 0
(19)

と定義されます。離散コサイン変換では，Rは実行列になっています。

離散コサイン変換は，元の画像を縦横とも座標軸に対称に折り返し，偶関数にしたものの離散フーリエ変換
に相当します1。１次元の場合にこれを見てみましょう。元の１次元信号をN要素の数列u(0), u(1), . . . , u(N−
1)とするとき，これを折り返した数列は2N要素のu(N−1), u(N−2), . . . , u(1), u(0), u(0), u(1), . . . , u(N−
1)となります。N 要素の１次元の離散コサイン変換は (19)式から

U(k) =

{
1√
N

∑N−1
n=0 u(n) k = 0

2√
N
u(n) cos (2n+1)kπ

2N k ̸= 0
(20)

となります。そこで，k ̸= 0 のとき

U(k) =
2√
N

N−1∑

n=0

u(n) cos
(2n+ 1)kπ

2N

=
1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
i(2n+ 1)kπ

2N
+

1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
−i(2n+ 1)kπ

2N

=
1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
−i((−n)− 1/2)kπ

2N
+

1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
−i(n+ 1/2)kπ

2N
(21)

となります。これは，u(N − 1), u(N − 2), . . . , u(1), u(0), u(0), u(1), . . . , u(N − 1)という数列に対して，
折り返し点である２つの u(0)の中間に仮に要素があると考えてこれを 0番と想定し，それより後を 1/2

番，3/2番，. . .，前を−1/2番，−3/2番，. . .，と番号をつけて，離散フーリエ変換を行ったことに相
当しています。2N 項の数列のフーリエ変換をしているわけですから，k = 0が周波数 0に相当し，以後
k = 1, . . . , N − 1と番号が大きいほど高い周波数に対応する成分となります。

したがって，離散コサイン変換では，N ×N の実数要素の行列を変換するとN ×N の実数要素の行
列が得られ，k, l = 0, 1, . . . , N − 1と番号が大きいほど高い周波数に相当するので，離散フーリエ変換の
ように周波数空間で折り返しをする必要はありません。したがって，k, lともいくつかの番号までかを
限定して残し他を省略することで，高周波成分を省略し情報量を圧縮することができます。画像圧縮で
よく用いられている JPEG方式では，画像を 8× 8画素の領域に分割し，各領域で離散コサイン変換を
行って，それぞれの領域で高周波成分を省くことで情報圧縮を行っています。

1偶関数のフーリエ変換は実関数になります（フーリエコサイン変換）。
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偶関数のフーリエ変換
離散コサイン変換は，関数を折り返して偶関数に
したもののフーリエ変換に相当

偶関数

こで，実際の画像圧縮でよく用いられているのが，離散コサイン変換 (discrete cosine transformation,

DCT) です。離散コサイン変換では，行列Rは (10)式のかわりに

R =

l↓

n→⎛

⎜⎜⎝

. . .

r(n, l)
. . .

⎞

⎟⎟⎠,

r(n, l) =

{
1√
N

l = 0
2√
N
cos (2n+1)lπ

2N l ̸= 0
(19)

と定義されます。離散コサイン変換では，Rは実行列になっています。

離散コサイン変換は，元の画像を縦横とも座標軸に対称に折り返し，偶関数にしたものの離散フーリ
エ変換に相当します1。

f(x) = f(−x)

F (νx) =

∫ ∞

−∞
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

=

∫ 0

−∞
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx+

∫ ∞

0
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

F (νx) =

∫ 0

∞
f(−x) exp{−i2π(νx(−x))}(−dx) +

∫ ∞

0
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

F (νx) =

∫ ∞

0
f(x) exp{i2π(νxx)}dx+

∫ ∞

0
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

F (νx) =

∫ ∞

0
f(x) [exp{i2π(νxx)}+ exp{−i2π(νxx)}] dx

F (νx) = 2

∫ ∞

0
f(x) cos 2π(νxx)dx

(20)

１次元の場合にこれを見てみましょう。元の１次元信号をN 要素の数列 u(0), u(1), . . . , u(N − 1)とす
るとき，これを折り返した数列は 2N 要素の u(N − 1), u(N − 2), . . . , u(1), u(0), u(0), u(1), . . . , u(N − 1)

となります。N 要素の１次元の離散コサイン変換は (19)式から

U(k) =

{
1√
N

∑N−1
n=0 u(n) k = 0

2√
N
u(n) cos (2n+1)kπ

2N k ̸= 0
(21)

となります。そこで，k ̸= 0 のとき

U(k) =
2√
N

N−1∑

n=0

u(n) cos
(2n+ 1)kπ

2N

=
1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
i(2n+ 1)kπ

2N
+

1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
−i(2n+ 1)kπ

2N

=
1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
−i((−n)− 1/2)kπ

2N
+

1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
−i(n+ 1/2)kπ

2N
(22)

1偶関数のフーリエ変換は実関数になります（フーリエコサイン変換）。
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こで，実際の画像圧縮でよく用いられているのが，離散コサイン変換 (discrete cosine transformation,

DCT) です。離散コサイン変換では，行列Rは (10)式のかわりに

R =

l↓

n→⎛

⎜⎜⎝

. . .

r(n, l)
. . .

⎞

⎟⎟⎠,

r(n, l) =

{
1√
N

l = 0
2√
N
cos (2n+1)lπ

2N l ̸= 0
(19)

と定義されます。離散コサイン変換では，Rは実行列になっています。

離散コサイン変換は，元の画像を縦横とも座標軸に対称に折り返し，偶関数にしたものの離散フーリ
エ変換に相当します1。

f(x) = f(−x)

F (νx) =

∫ ∞

−∞
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

=

∫ 0

−∞
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx+

∫ ∞

0
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

F (νx) =

∫ 0

∞
f(−x) exp{−i2π(νx(−x))}(−dx) +

∫ ∞

0
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

F (νx) =

∫ ∞

0
f(x) exp{i2π(νxx)}dx+

∫ ∞

0
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

F (νx) =

∫ ∞

0
f(x) [exp{i2π(νxx)}+ exp{−i2π(νxx)}] dx

F (νx) = 2

∫ ∞

0
f(x) cos 2π(νxx)dx

(20)

１次元の場合にこれを見てみましょう。元の１次元信号をN 要素の数列 u(0), u(1), . . . , u(N − 1)とす
るとき，これを折り返した数列は 2N 要素の u(N − 1), u(N − 2), . . . , u(1), u(0), u(0), u(1), . . . , u(N − 1)

となります。N 要素の１次元の離散コサイン変換は (19)式から

U(k) =

{
1√
N

∑N−1
n=0 u(n) k = 0

2√
N
u(n) cos (2n+1)kπ

2N k ̸= 0
(21)

となります。そこで，k ̸= 0 のとき

U(k) =
2√
N

N−1∑

n=0

u(n) cos
(2n+ 1)kπ

2N

=
1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
i(2n+ 1)kπ

2N
+

1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
−i(2n+ 1)kπ

2N

=
1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
−i((−n)− 1/2)kπ

2N
+

1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
−i(n+ 1/2)kπ

2N
(22)

1偶関数のフーリエ変換は実関数になります（フーリエコサイン変換）。
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こで，実際の画像圧縮でよく用いられているのが，離散コサイン変換 (discrete cosine transformation,

DCT) です。離散コサイン変換では，行列Rは (10)式のかわりに

R =

l↓

n→⎛

⎜⎜⎝

. . .

r(n, l)
. . .

⎞

⎟⎟⎠,

r(n, l) =

{
1√
N

l = 0
2√
N
cos (2n+1)lπ

2N l ̸= 0
(19)

と定義されます。離散コサイン変換では，Rは実行列になっています。

離散コサイン変換は，元の画像を縦横とも座標軸に対称に折り返し，偶関数にしたものの離散フーリ
エ変換に相当します1。

f(x) = f(−x)

F (νx) =

∫ ∞

−∞
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

=

∫ 0

−∞
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx+

∫ ∞

0
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

F (νx) =

∫ 0

∞
f(−x) exp{−i2π(νx(−x))}(−dx) +

∫ ∞

0
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

F (νx) =

∫ ∞

0
f(x) exp{i2π(νxx)}dx+

∫ ∞

0
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

F (νx) =

∫ ∞

0
f(x) [exp{i2π(νxx)}+ exp{−i2π(νxx)}] dx

F (νx) = 2

∫ ∞

0
f(x) cos 2π(νxx)dx

(20)

１次元の場合にこれを見てみましょう。元の１次元信号をN 要素の数列 u(0), u(1), . . . , u(N − 1)とす
るとき，これを折り返した数列は 2N 要素の u(N − 1), u(N − 2), . . . , u(1), u(0), u(0), u(1), . . . , u(N − 1)

となります。N 要素の１次元の離散コサイン変換は (19)式から

U(k) =

{
1√
N

∑N−1
n=0 u(n) k = 0

2√
N
u(n) cos (2n+1)kπ

2N k ̸= 0
(21)

となります。そこで，k ̸= 0 のとき

U(k) =
2√
N

N−1∑

n=0

u(n) cos
(2n+ 1)kπ

2N

=
1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
i(2n+ 1)kπ

2N
+

1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
−i(2n+ 1)kπ

2N

=
1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
−i((−n)− 1/2)kπ

2N
+

1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
−i(n+ 1/2)kπ

2N
(22)

1偶関数のフーリエ変換は実関数になります（フーリエコサイン変換）。
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のフーリエ変換

第１項の x を -x に変数変換
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偶関数のフーリエ変換

こで，実際の画像圧縮でよく用いられているのが，離散コサイン変換 (discrete cosine transformation,

DCT) です。離散コサイン変換では，行列Rは (10)式のかわりに

R =

l↓

n→⎛

⎜⎜⎝

. . .

r(n, l)
. . .

⎞

⎟⎟⎠,

r(n, l) =

{
1√
N

l = 0
2√
N
cos (2n+1)lπ

2N l ̸= 0
(19)

と定義されます。離散コサイン変換では，Rは実行列になっています。

離散コサイン変換は，元の画像を縦横とも座標軸に対称に折り返し，偶関数にしたものの離散フーリ
エ変換に相当します1。

f(x) = f(−x)

F (νx) =

∫ ∞

−∞
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

=

∫ 0

−∞
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx+

∫ ∞

0
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

F (νx) =

∫ 0

∞
f(−x) exp{−i2π(νx(−x))}(−dx) +

∫ ∞

0
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

F (νx) =

∫ ∞

0
f(x) exp{i2π(νxx)}dx+

∫ ∞

0
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

F (νx) =

∫ ∞

0
f(x) [exp{i2π(νxx)}+ exp{−i2π(νxx)}] dx

F (νx) = 2

∫ ∞

0
f(x) cos 2π(νxx)dx

(20)

１次元の場合にこれを見てみましょう。元の１次元信号をN 要素の数列 u(0), u(1), . . . , u(N − 1)とす
るとき，これを折り返した数列は 2N 要素の u(N − 1), u(N − 2), . . . , u(1), u(0), u(0), u(1), . . . , u(N − 1)

となります。N 要素の１次元の離散コサイン変換は (19)式から

U(k) =

{
1√
N

∑N−1
n=0 u(n) k = 0

2√
N
u(n) cos (2n+1)kπ

2N k ̸= 0
(21)

となります。そこで，k ̸= 0 のとき

U(k) =
2√
N

N−1∑

n=0

u(n) cos
(2n+ 1)kπ

2N

=
1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
i(2n+ 1)kπ

2N
+

1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
−i(2n+ 1)kπ

2N

=
1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
−i((−n)− 1/2)kπ

2N
+

1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
−i(n+ 1/2)kπ

2N
(22)

1偶関数のフーリエ変換は実関数になります（フーリエコサイン変換）。
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こで，実際の画像圧縮でよく用いられているのが，離散コサイン変換 (discrete cosine transformation,

DCT) です。離散コサイン変換では，行列Rは (10)式のかわりに

R =

l↓

n→⎛

⎜⎜⎝

. . .

r(n, l)
. . .

⎞

⎟⎟⎠,

r(n, l) =

{
1√
N

l = 0
2√
N
cos (2n+1)lπ

2N l ̸= 0
(19)

と定義されます。離散コサイン変換では，Rは実行列になっています。

離散コサイン変換は，元の画像を縦横とも座標軸に対称に折り返し，偶関数にしたものの離散フーリ
エ変換に相当します1。

f(x) = f(−x)

F (νx) =

∫ ∞

−∞
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

=

∫ 0

−∞
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx+

∫ ∞

0
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

F (νx) =

∫ 0

∞
f(−x) exp{−i2π(νx(−x))}(−dx) +

∫ ∞

0
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

F (νx) =

∫ ∞

0
f(x) exp{i2π(νxx)}dx+

∫ ∞

0
f(x) exp{−i2π(νxx)}dx

F (νx) =

∫ ∞

0
f(x) [exp{i2π(νxx)}+ exp{−i2π(νxx)}] dx

F (νx) = 2

∫ ∞

0
f(x) cos 2π(νxx)dx

(20)

１次元の場合にこれを見てみましょう。元の１次元信号をN 要素の数列 u(0), u(1), . . . , u(N − 1)とす
るとき，これを折り返した数列は 2N 要素の u(N − 1), u(N − 2), . . . , u(1), u(0), u(0), u(1), . . . , u(N − 1)

となります。N 要素の１次元の離散コサイン変換は (19)式から

U(k) =

{
1√
N

∑N−1
n=0 u(n) k = 0

2√
N
u(n) cos (2n+1)kπ

2N k ̸= 0
(21)

となります。そこで，k ̸= 0 のとき

U(k) =
2√
N

N−1∑

n=0

u(n) cos
(2n+ 1)kπ

2N

=
1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
i(2n+ 1)kπ

2N
+

1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
−i(2n+ 1)kπ

2N

=
1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
−i((−n)− 1/2)kπ

2N
+

1√
N

N−1∑

n=0

u(n) exp
−i(n+ 1/2)kπ

2N
(22)

1偶関数のフーリエ変換は実関数になります（フーリエコサイン変換）。
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こで，実際の画像圧縮でよく用いられているのが，離散コサイン変換 (discrete cosine transformation,

DCT) です。離散コサイン変換では，行列Rは (10)式のかわりに

R =

l↓

n→⎛

⎜⎜⎝

. . .

r(n, l)
. . .

⎞

⎟⎟⎠,

r(n, l) =

{
1√
N

l = 0
2√
N
cos (2n+1)lπ

2N l ̸= 0
(19)

と定義されます。離散コサイン変換では，Rは実行列になっています。

離散コサイン変換は，元の画像を縦横とも座標軸に対称に折り返し，偶関数にしたものの離散フーリ
エ変換に相当します1。
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1偶関数のフーリエ変換は実関数になります（フーリエコサイン変換）。
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整理すると

指数関数と三角関数の関係から

実数の計算になる
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離散フーリエ変換と正負の周波数

ν 

k

［周波数空間］

１周期

N等分

［離散フーリエ変換］

周波数0

U(0)

正の周波数
U(1), U(2), ...,  U(N / 2 – 1)

負の周波数
U(N – 1), U(N – 2), ...,  U(N / 2)

［数列のフーリエ変換］

図 1: 離散フーリエ変換における要素と周波数
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図 2: ２次元離散フーリエ変換における要素と周波数

２次元離散フーリエ変換においては，縦横両方向に同じ原理が成り立ちますから，２次元離散フーリ
エ変換の要素は図 2(a) のように周波数に対応します。これは，図 2(b) のように領域を入れ替えるとわ
かりやすくなります。

また，実行列の２次元離散フーリエ変換においては，(17)式と同様に

U(k, l) = U∗(M − k,N − l) (18)

の関係がなりたつので，２次元離散フーリエ変換においても全体の 1/2の領域の値が決まれば他の値は
全て決まることになります

離散コサイン変換と画像圧縮

画像では一般に，低い周波数成分は画像中の物体のおおまかな形を表し，高い周波数成分は物体の周
辺の細かな様子を表しています。したがって，高い周波数成分はその値も小さく，省略しても画像が伝
える情報はそれほど損なわれません。したがって第３講のKL変換のところで示した考え方にしたがう
と，高い周波数成分を省略することで画像圧縮ができます。

しかし，フーリエ変換は複素数を扱う必要があるため，計算機での取り扱いがいくぶん面倒です。そ
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１次元

2016年度秋学期　画像情報処理

A
. A

sa
no

, K
an

sa
i U

ni
v.

離散フーリエ変換と正負の周波数
２次元

ν 

k

［周波数空間］

１周期

N等分

［離散フーリエ変換］

周波数0

U(0)

正の周波数
U(1), U(2), ...,  U(N / 2 – 1)

負の周波数
U(N – 1), U(N – 2), ...,  U(N / 2)

［数列のフーリエ変換］

図 1: 離散フーリエ変換における要素と周波数

k

l

0 N / 2 N – 1

N / 2

0

N – 1

正の周波数 負の周波数

正
の
周
波
数

負
の
周
波
数

A B

C D

入れ替える

(a)

k

l

0N / 2 N / 2 – 1

N / 2

0
N – 1

正の周波数負の周波数

正
の
周
波
数

負
の
周
波
数

D C

B A

(b)

N – 1

N / 2 – 1

図 2: ２次元離散フーリエ変換における要素と周波数

２次元離散フーリエ変換においては，縦横両方向に同じ原理が成り立ちますから，２次元離散フーリ
エ変換の要素は図 2(a) のように周波数に対応します。これは，図 2(b) のように領域を入れ替えるとわ
かりやすくなります。

また，実行列の２次元離散フーリエ変換においては，(17)式と同様に

U(k, l) = U∗(M − k,N − l) (18)

の関係がなりたつので，２次元離散フーリエ変換においても全体の 1/2の領域の値が決まれば他の値は
全て決まることになります

離散コサイン変換と画像圧縮

画像では一般に，低い周波数成分は画像中の物体のおおまかな形を表し，高い周波数成分は物体の周
辺の細かな様子を表しています。したがって，高い周波数成分はその値も小さく，省略しても画像が伝
える情報はそれほど損なわれません。したがって第３講のKL変換のところで示した考え方にしたがう
と，高い周波数成分を省略することで画像圧縮ができます。

しかし，フーリエ変換は複素数を扱う必要があるため，計算機での取り扱いがいくぶん面倒です。そ

浅野　晃／画像情報処理（2013 年度春学期）　第９回 (2013. 6. 5) http://racco.mikeneko.jp/　 4/6 ページ



A
. A

sa
no

, K
an

sa
i U

ni
v.

実例
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基底画像の例

コサイン変換 サイン変換

Hadamard変換(-1と1） Haar変換

（講義では， A. K. Jain, Fundamentals of Digital 

Image Processing (1988)に出ている基底画像の例を
使って説明しました。）
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画像情報圧縮の例
データ量：80KB データ量：16KB

（８×８ピクセルの
セルが見える）
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リンギング（モスキートノイズ）


