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2016年度秋学期　画像情報処理

浅野　晃  
関西大学総合情報学部

画像フィルタとフィルタ定理
第１２回
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フィルタ定理
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フィルタとは
フィルタ＝濾過器

何かを投入すると 
一定の作用を及ぼして 
出力する
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画像処理におけるフィルタ
画像の各画素について,その画素および近傍の画素とでな 
んらかの演算を行なって,その結果で各画素を置き換える

各画素の輝度を上げる 
（あまりフィルタとは 
　いわない）

ぼかし＝近傍の画素との 
平均

輪郭強調＝近傍の画素と
の差を増強
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モルフォロジにおけるフィルタ

移動不変性 
(translation-invariance)

浅野：モルフォロジと形状記述 3

　物体X
erosion

dilation

opening

closing

構造要素B

第 2 図 erosion, dilation, opening, closingの効果

この空間で，各画素をその画素値を高さとする柱で表す
と，グレースケール画像はこの空間内の立体となる．こ
の立体を陰影 (umbra)とよぶ．陰影に対して上記の集合
演算を行うことで，グレースケール画像のモルフォロジ
演算が定義できる．構造要素が２値，つまり通常のフィ
ルタのウィンドウと同様である場合には，グレースケー
ル画像の erosionと dilationは次のような最大・最小演
算に帰着される．f(x)を画素位置xでのグレースケール
画像の画素値とするとき，erosionは

[f ⊖B̌](x)= inf
x∈Bx

f(x) (13)

dilationは

[f ⊕B̌](x)= sup
x∈Bx

f(x) (14)

と表される．この式では，もとの２値画像に対する定義
と比べて，論理積・論理和がそれぞれ下限・上限（ディジ
タル画像ならば最小・最大）に置き変わっている．これ
は，多値の真理値を扱うファジィ論理における論理和・論
理積と同じである．さらに，構造要素も多値で，陰影で
表現される場合も，erosion, dilationが定義できる [3–5]．
この考えかたをさらに拡張すると，要素間に何らかの

意味での下限・上限が定義できる集合については，モル
フォロジの演算が定義できる．例えば，カラー画像の場
合は，画素の値が各原色の輝度を表すベクトルで表現さ
れているので，色による何らかの効果にもとづいて色
の間の下限・上限を定義すれば，モルフォロジの演算が
定義できる [6,7]．また，このような集合は数学では束
(lattice)とよばれ，モルフォロジを，画像から離れて，
束の上での演算の体系として定義することもできる [8]．

3. モルフォロジと画像フィルタ
3.1 モルフォロジにおけるフィルタ
画像処理におけるフィルタとは，一般に，画像の各画

素について，その画素および近傍の画素とでなんらかの
演算を行なって，その結果で各画素を置き換えることで，
画像全体のノイズ除去などを行なう操作をさしている．
一方，モルフォロジにおいては，フィルタとは，広義に
は画像に対する「移動不変 (translation-invariant)」で
「増加的 (increasing)」な操作全体を意味している．ここ
で，「集合（画像）Xに対する作用Ψ が移動不変である」

とは，

Ψ(Xb) = [Ψ(X)]b (15)

であることをいう．簡単にいえば，「画像中のどこで作用
をおよぼしても，その作用の効果は変わらない」という
意味である．また「作用Ψ が増加的である」とは，

X ⊂Y ⇒Ψ(X)⊂Ψ(Y ) (16)

であることをいう．すなわち，物体の包含関係が作用の
前後で保たれることを意味している．
例えば，ノイズ除去を行う画像フィルタを考えてみよ

う．画像中のある場所でノイズとみなされる物体は，画
像中のどこにあっても同様に取り除かれなければならな
いはずだから，フィルタが移動不変であることは自然な
ことである．また，増加的なフィルタでは「小さな物体
を取り除き，大きな物体を保存する」作用のみを記述し，
「大きな物体を取り除き，小さな物体を保存する」とい
う作用は記述できない．しかし，ノイズというのは通常
「ノイズでない，意味のある」物体よりも小さいのが普
通である．したがって，増加的なフィルタのみを考える
のも自然であることがわかる1．
また，狭義のモルフォロジカル・フィルタとは，広義

のフィルタの中で「べき等 (idempotent)」なものをさし
ている．「作用Ψ がべき等である」とは，

Ψ [Ψ(X)]=Ψ(X) (17)

であることをいう．すなわち，「あるフィルタを適用し
た結果に，そのフィルタを何度くりかえして適用して
も，結果は変わらない」という意味である．openingや
closingは，もっとも基本的な（狭義の）モルフォロジカ
ル・フィルタである．

3.2 フィルタ定理
いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，

適当な構造要素を適当な数だけ用いれば，それらによる
erosionの論理和，および dilationの論理積によって表
現される．すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタ
とするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X)=
⋃

B∈Ker[Ψ ]

X⊖B̌ (18)

Ψ(X)=
⋂

B∈Ker[Ψ ]

X⊕B̌ (19)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ ]が存在する．
これをフィルタ定理 (filter theorem)といい，モルフォロ
ジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現できる
こと，すなわちモルフォロジが真に物体の形状操作の基

1差分フィルタは，大きな物体も小さな物体もエッジ以
外は取り除いてしまうので，増加的フィルタではない．
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フィルタ 図形

移動
移動してからフィルタを適用するのと， 
フィルタを適用してから移動するのとが同じ

移動不変でない 
（背景だけぼかし）
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モルフォロジにおけるフィルタ

増加性 
(increasingness)

ノイズ除去を例にすると 
ノイズ画素は，意味のある図形に比べて小さい→ 
　図形を残してノイズを除去→増加的 
　ノイズを残して図形を消去→増加的でない

浅野：モルフォロジと形状記述 3

　物体X
erosion

dilation

opening

closing

構造要素B

第 2 図 erosion, dilation, opening, closingの効果

この空間で，各画素をその画素値を高さとする柱で表す
と，グレースケール画像はこの空間内の立体となる．こ
の立体を陰影 (umbra)とよぶ．陰影に対して上記の集合
演算を行うことで，グレースケール画像のモルフォロジ
演算が定義できる．構造要素が２値，つまり通常のフィ
ルタのウィンドウと同様である場合には，グレースケー
ル画像の erosionと dilationは次のような最大・最小演
算に帰着される．f(x)を画素位置xでのグレースケール
画像の画素値とするとき，erosionは

[f ⊖B̌](x)= inf
x∈Bx

f(x) (13)

dilationは

[f ⊕B̌](x)= sup
x∈Bx

f(x) (14)

と表される．この式では，もとの２値画像に対する定義
と比べて，論理積・論理和がそれぞれ下限・上限（ディジ
タル画像ならば最小・最大）に置き変わっている．これ
は，多値の真理値を扱うファジィ論理における論理和・論
理積と同じである．さらに，構造要素も多値で，陰影で
表現される場合も，erosion, dilationが定義できる [3–5]．
この考えかたをさらに拡張すると，要素間に何らかの

意味での下限・上限が定義できる集合については，モル
フォロジの演算が定義できる．例えば，カラー画像の場
合は，画素の値が各原色の輝度を表すベクトルで表現さ
れているので，色による何らかの効果にもとづいて色
の間の下限・上限を定義すれば，モルフォロジの演算が
定義できる [6,7]．また，このような集合は数学では束
(lattice)とよばれ，モルフォロジを，画像から離れて，
束の上での演算の体系として定義することもできる [8]．

3. モルフォロジと画像フィルタ
3.1 モルフォロジにおけるフィルタ
画像処理におけるフィルタとは，一般に，画像の各画

素について，その画素および近傍の画素とでなんらかの
演算を行なって，その結果で各画素を置き換えることで，
画像全体のノイズ除去などを行なう操作をさしている．
一方，モルフォロジにおいては，フィルタとは，広義に
は画像に対する「移動不変 (translation-invariant)」で
「増加的 (increasing)」な操作全体を意味している．ここ
で，「集合（画像）Xに対する作用Ψ が移動不変である」

とは，

Ψ(Xb) = [Ψ(X)]b (15)

であることをいう．簡単にいえば，「画像中のどこで作用
をおよぼしても，その作用の効果は変わらない」という
意味である．また「作用Ψ が増加的である」とは，

X ⊂Y ⇒Ψ(X)⊂Ψ(Y ) (16)

であることをいう．すなわち，物体の包含関係が作用の
前後で保たれることを意味している．
例えば，ノイズ除去を行う画像フィルタを考えてみよ

う．画像中のある場所でノイズとみなされる物体は，画
像中のどこにあっても同様に取り除かれなければならな
いはずだから，フィルタが移動不変であることは自然な
ことである．また，増加的なフィルタでは「小さな物体
を取り除き，大きな物体を保存する」作用のみを記述し，
「大きな物体を取り除き，小さな物体を保存する」とい
う作用は記述できない．しかし，ノイズというのは通常
「ノイズでない，意味のある」物体よりも小さいのが普
通である．したがって，増加的なフィルタのみを考える
のも自然であることがわかる1．
また，狭義のモルフォロジカル・フィルタとは，広義

のフィルタの中で「べき等 (idempotent)」なものをさし
ている．「作用Ψ がべき等である」とは，

Ψ [Ψ(X)]=Ψ(X) (17)

であることをいう．すなわち，「あるフィルタを適用し
た結果に，そのフィルタを何度くりかえして適用して
も，結果は変わらない」という意味である．openingや
closingは，もっとも基本的な（狭義の）モルフォロジカ
ル・フィルタである．

3.2 フィルタ定理
いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，

適当な構造要素を適当な数だけ用いれば，それらによる
erosionの論理和，および dilationの論理積によって表
現される．すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタ
とするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X)=
⋃

B∈Ker[Ψ ]

X⊖B̌ (18)

Ψ(X)=
⋂

B∈Ker[Ψ ]

X⊕B̌ (19)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ ]が存在する．
これをフィルタ定理 (filter theorem)といい，モルフォロ
ジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現できる
こと，すなわちモルフォロジが真に物体の形状操作の基

1差分フィルタは，大きな物体も小さな物体もエッジ以
外は取り除いてしまうので，増加的フィルタではない．

– 3 –

フィルタを適用する前後で 
包含関係が保たれる
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増加的フィルタとノイズ除去
ノイズ除去を例にすると 
ノイズ画素は，意味のある図形に比べて小さい→

図形を残してノイズを除去→増加的

ノイズを残して図形を消去→増加的でない

図形Y
ノイズX ⊂ フィルタΨ

図形保存
ノイズ消滅⊂∅

図形Y
ノイズX ⊂ フィルタΨ

図形消滅
ノイズ保存⊄ ∅
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モルフォロジにおけるフィルタ

べき等性 
(idempotence)

オープニング・クロージングは 
もっとも基本的な（狭義の）モルフォロジカルフィルタ

フィルタを１回適用すれば， 
それ以上何度適用しても同じ

狭義のモルフォロジカルフィルタは，さらに

2013年度春学期　画像情報処理　第１２回
第３部・マセマティカル・モルフォロジ／ 画像フィルタとフィルタ定理

モルフォロジの第３回は，フィルタ定理を説明します。これは，ある広い範囲の全ての画像フィルタ
が，モルフォロジの演算と論理演算で表現できる，という定理です。ここでは，まずフィルタについて
簡単に説明した後，フィルタ定理について説明します。そして，よく知られているフィルタが実際にモ
ルフォロジの演算で表される例を示します。

モルフォロジカル・フィルタ

「フィルタ」とは，一般の用語では「何かを投入するとそれに一定の作用を及ぼして出力する装置」と
いうことができます。例えば，水道水の浄化装置は「有害成分を取り除く」という作用を常時行い，こ
の装置に汚れた水を投入するといつでも有害成分が除かれた水が出力される「フィルタ」です。

画像処理におけるフィルタとは，一般に，画像の各画素について，その画素および近傍の画素とでな
んらかの演算を行なって，その結果で各画素を置き換えることで，画像全体のノイズ除去などを行なう
操作を指しています。一方モルフォロジにおいては，フィルタとは，広義には画像に対する「移動不変
(translation-invariant)」で「増加的 (increasing)」な操作全体を意味しています。ここで，「集合（画像）
X に対する作用Ψが移動不変である」とは，

Ψ(Xb) = [Ψ(X)]b (1)

であることをいいます。簡単にいえば，「画像中のどこで作用をおよぼしても，その作用の効果は変わら
ない」という意味です。また，「作用Ψ が増加的である」とは，

X ⊂ Y ⇒ Ψ(X) ⊂ Ψ(Y ) (2)

であることをいいます。すなわち，物体の包含関係が作用の前後で保たれることを意味しています。

例えば，ノイズ除去を行う画像フィルタを考えてみましょう。画像中のある場所でノイズとみなされ
る物体は，画像中のどこにあっても同様に取り除かれなければならないはずですから，フィルタが移動
不変であることは自然なことです。また，増加的なフィルタでは「小さな物体を取り除き，大きな物体
を保存する」作用のみを記述でき，「大きな物体を取り除き，小さな物体を保存する」という作用は記述
できません。しかし，ノイズというのは「ノイズでない，意味のある」物体よりも小さいのが普通です。
したがって，増加的なフィルタのみを考えるのは，自然であることがわかります1．

また，狭義のモルフォロジカルフィルタとは，広義のフィルタの中で「べき等 (idempotent)」なもの
をさしています。「作用Ψ がべき等である」とは，

Ψ[Ψ(X)] = Ψ(X) (3)

であることをいいます。すなわち，「あるフィルタを適用した結果に，そのフィルタを何度くりかえして
適用しても，結果は変わらない」という意味です。オープニングやクロージングは，もっとも基本的な
（狭義の）モルフォロジカルフィルタです。

1差分フィルタは，大きな物体も小さな物体もエッジ以外は取り除いてしまうので，増加的フィルタではありません。

浅野　晃／画像情報処理（2013 年度春学期）　第１２回 (2013. 6. 26) http://racco.mikeneko.jp/　 1/5 ページ
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フィルタ定理
移動不変で増加的なフィルタは，どんなフィルタでも， 
なんらかの構造要素群による 
エロージョンをORで組み合わせることで表せる

フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌ (4)

Ψ(X) =
⋂

B∈Ker[Ψ]

X ⊕ B̌ (5)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]X⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌に
も含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃
B∈Ker[Ψ]X ⊖ B̌が示されました

（図 2）。

よって以上のことから，Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]X ⊖ B̌が示されました。■
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し
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フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌ (4)

Ψ(X) =
⋂

B∈Ker[Ψ]

X ⊕ B̌ (5)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]X⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌に
も含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃
B∈Ker[Ψ]X ⊖ B̌が示されました

（図 2）。

よって以上のことから，Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]X ⊖ B̌が示されました。■
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し

てください。
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フィルタ定理の証明
[1] 

フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌ (4)

Ψ(X) =
⋂

B∈Ker[Ψ]

X ⊕ B̌ (5)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図

2）。
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し

てください。
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を証明する

Ker[Ψ]に含まれるBについて

X⊖B̌

h

フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌ (4)

Ψ(X) =
⋂

B∈Ker[Ψ]

X ⊕ B̌ (5)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図

2）。
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し

てください。
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に含まれる画素hを考える

フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌ (4)

Ψ(X) =
⋂

B∈Ker[Ψ]

X ⊕ B̌ (5)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図

2）。
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し

てください。
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フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌ (4)

Ψ(X) =
⋂

B∈Ker[Ψ]

X ⊕ B̌ (5)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図

2）。
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し

てください。
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フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌ (4)

Ψ(X) =
⋂

B∈Ker[Ψ]

X ⊕ B̌ (5)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図

2）。
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し

てください。
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フィルタ定理の証明
一方 BはKer[Ψ]に含まれるので

X⊖B̌

h

フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌ (4)

Ψ(X) =
⋂

B∈Ker[Ψ]

X ⊕ B̌ (5)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図

2）。
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し

てください。
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フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌ (4)

Ψ(X) =
⋂

B∈Ker[Ψ]

X ⊕ B̌ (5)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図

2）。
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し

てください。
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前ページ

フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌ (4)

Ψ(X) =
⋂

B∈Ker[Ψ]

X ⊕ B̌ (5)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図

2）。
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し

てください。
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増加的

フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌ (4)

Ψ(X) =
⋂

B∈Ker[Ψ]

X ⊕ B̌ (5)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図

2）。
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し

てください。
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移動不変
Ψ(X)

フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌ (4)

Ψ(X) =
⋂

B∈Ker[Ψ]

X ⊕ B̌ (5)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図

2）。
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し

てください。
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フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌ (4)

Ψ(X) =
⋂

B∈Ker[Ψ]

X ⊕ B̌ (5)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図

2）。
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し

てください。
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0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図

2）。
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し

てください。
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フィルタ定理の証明
[2] を証明する

Ψ(X)に含まれる任意のhについて

フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌ (4)

Ψ(X) =
⋂

B∈Ker[Ψ]

X ⊕ B̌ (5)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図

2）。
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し

てください。
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フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌ (4)

Ψ(X) =
⋂

B∈Ker[Ψ]

X ⊕ B̌ (5)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図

2）。
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し

てください。
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フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても
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B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌ (4)

Ψ(X) =
⋂

B∈Ker[Ψ]

X ⊕ B̌ (5)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。
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に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
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が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆
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B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図
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移動不変

フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌ (4)

Ψ(X) =
⋂

B∈Ker[Ψ]

X ⊕ B̌ (5)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図

2）。
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し

てください。
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ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌ (4)

Ψ(X) =
⋂

B∈Ker[Ψ]

X ⊕ B̌ (5)
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Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図

2）。
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し

てください。
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のときもなりたつ

フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
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を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆
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B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図

2）。
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し
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フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
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を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
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です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
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フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても
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を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。
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とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図

2）。
2フィルタ定理は，より一般的には「Mathéronの表現定理」とよばれています。より一般的な証明は，参考文献を参照し

てください。

浅野　晃／画像情報処理（2013 年度春学期）　第１２回 (2013. 6. 26) http://racco.mikeneko.jp/　 2/5 ページ

フィルタ定理

フィルタ定理 (filter theorem) とは，モルフォロジの演算と論理演算でたいていのフィルタは表現で
きること，すなわちモルフォロジが真に図形操作の基礎演算であることを保証するものです。フィルタ
定理は，以下のように表されます。

いかなる移動不変・増加的な（広義の）フィルタも，適当な構造要素を適当な数だけ用いれ
ば，それらによるエロ－ジョンの論理和，およびダイレーションの論理積によって表現され
ます。すなわち，Ψ(X)を画像Xに対するフィルタとするとき，いかなるΨ(X)についても

Ψ(X) =
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌ (4)

Ψ(X) =
⋂

B∈Ker[Ψ]

X ⊕ B̌ (5)

を満たす構造要素の集合（集合族）Ker[Ψ]が存在します。

Ker[Ψ]はフィルタΨの核 (kernel)とよばれ，次のようなものです。

Ker[Ψ] = {X | 0 ∈ Ψ(X)}. (6)

0はXが定義されている座標系の原点を意味します。すなわち，Ker[Ψ]は「考えられるすべての入力図
形のうち，それに対するフィルタの出力が原点を含むものすべて」です。

フィルタ定理は，以下のように証明されます。ここでは，式 (4)のほうを証明します2。

Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素Bについて，X ⊖ B̌に含まれるベクトル（画素）hを考えます。
X ⊖ B̌ = {x|Bx ⊆ X}と定義されていますから，Bh ⊆ X です。したがって，B ⊆ X−hです。

ここで，フィルタΨは増加的ですから，包含関係B ⊆ X−hはフィルタΨによって変化しません。すな
わち，0 ∈ Ψ(B)ならば 0 ∈ Ψ(X−h)となります。さらに，フィルタΨは移動不変ですから，0 ∈ Ψ(X−h)

ならば，この関係を全体に hだけ移動することによって h ∈ Ψ(X)が得られます。

BはKer[Ψ]の要素ですから，確かに 0 ∈ Ψ(B)です。以上から，Ker[Ψ]の要素である任意の構造要素B

について，h ∈ X⊖B̌ ⇒ h ∈ Ψ(X)である，つまり，Ker[Ψ]に含まれるどの構造要素Bについても，X⊖B̌

に含まれる画素はすべてΨ(X)に含まれることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊇
⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌

が示されました（図 1）。

逆に，Ψ(X)に含まれる任意の画素hを考えます。Ψは移動不変ですから，h ∈ Ψ(X)ならば0 ∈ Ψ(X−h)

です。したがって，X−h ∈ Ker[Ψ]です。ところで，X ⊖ X̌−h = {h′ | (X−h)h′ ⊆ X}であり，h′ = hの
とき {(X−h)h′ ⊆ X}は満たされるので，h ∈ X ⊖ X̌−hです。ここでX−hを Bとおくと，h ∈ X ⊖ B̌

です。

したがって，Ker[Ψ]に含まれるある構造要素 Bについて，h ∈ Ψ(X) ⇒ h ∈ X ⊖ B̌です。つまり，
Ψ(X)に含まれるどの画素についても，Ker[Ψ]の中のある構造要素Bを用いて，その画素がX ⊖ B̌にも
含まれるようにできることがわかりました。したがって，Ψ(X) ⊆

⋃

B∈Ker[Ψ]

X ⊖ B̌が示されました（図

2）。
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フィルタ定理の例
erosion→近傍内での最小値(min)

OR→最大値演算(max)

メディアンフィルタ
画像上をウィンドウが１画素ずつ移動し，各画素でウィンドウ内のメディアンを出力
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フィルタ定理の例
平均値フィルタ
画像上をウィンドウが１画素ずつ移動し，各画素でウィンドウ内の平均値を出力

２つの値の平均を，最大と最小で表す 浅野：モルフォロジと形状記述 5

r：小

画素値

x

y

x – r

y + r

r：大

x – rとy + rの
大きいほう

x – rとy + rの
小さいほう

　「大きいほう」の最小
＝「小さいほう」の最大
＝平均

y + r

x – r

x – r

y + r

第 4 図 最大・最小で平均を表す

と，やはり最大・最小値演算で表される．これを図であ
らわしたのが第 4 図である．縦軸が画素値を表し，その
２か所に xと yがある．横軸はさまざまな rを表し，図
では３通りの rについて，x−rが矢印（↓）で，y+r

が矢印（↑）で表されている．rがさまざまに変化する
とき，「x−rと y+rの大きいほう」を一点鎖線で，両者
の小さいほうを二点鎖線で表している．「大きいほうの最
小」と「小さいほうの最大」は，両線が接する位置にあ
る．この位置では r =

1
2
|x−y|であるから，「大きいほう

の最小」も「小さいほうの最大」も，どちらも xと yの
平均に等しい1．

3.4 フィルタの学習による最適化
フィルタ定理は，モルフォロジの演算の組み合わせで

所望のフィルタが合成可能であることを保証している．
そこで，入出力例を学習し，演算の最適な組み合わせを
求める方法が研究されている [9–11]．これらの方法では，
入力例に対するフィルタの出力と所望の出力の誤差が最
小になるように，シミュレーティッドアニ―リングや遺
伝的アルゴリズムなどの最適化法を用いて，最適な演算
の組み合わせを探索している．

4. Granulometryとテクスチャ解析
先に述べたように，モルフォロジはもともと鉱石に含

まれる粒状の鉱物の分析のために作られた数学的体系で
あり，テクスチャのような粒子が多数集まった画像を取
り扱い，粒子の形状・サイズについての解析を行うのは，
モルフォロジの原点とも言える．本節では，モルフォロ

1このやり方は，クイズ集などにある「ケーキを平等に
２等分する方法」と同じである．これは，棒状のケー
キをＡ，Ｂの２人に分けるとき，どちらもより大きい
分け前を求めているならば，(1)Ａがナイフをケーキの
端から少しずつ動かしてゆく (2)Ｂが途中で「ストッ
プ」の声をかける (3)そこでナイフを入れてケーキを
２つに切り，Ａが２片のうち好きなほうをとる，とす
れば平等に分けられる，というものである．Ａは切断
後の２片のうちの大きいほうをとるはずだから，Ｂは
「大きいほうが最小」になるように「ストップ」をかけ
る．その結果，２片は同じ大きさに分けられる．

ジにおけるサイズの概念と，それにもとづいて画像中の
図形の粒状度を測定する granulometryについて説明す
る．さらに，granulometryの応用例として，筆者の行っ
たテクスチャ解析の例を紹介する．

4.1 granulometryとサイズ分布
サイズ分布とは，画像中の図形を構造要素の相似形に

分解したとき，どのサイズの相似形がどれだけの面積を
占めているか，すなわち，各相似形のサイズの分布を表
したものである．ここでサイズとは，ある大きさの相似
形の，もとの構造要素からの倍率を意味する．
前述の通り，「図形Xの構造要素Bによるopening」と

は「Xのうち，Bを内部に配置できないくらい小さな部
分だけを取り除いたもの」，すなわち「Xから，Bよりも
小さな成分を取り除いたもの」である．そこで，Bをあ
る基本的な構造要素とし，これに対して 2B,3B,...とい
う，サイズを順に大きくした相似な構造要素を用意する．
ここでは通常の離散的な画像を考え，サイズも離散的で
あるとすると，これらの相似な構造要素はMinkowski集
合和を使って

nB =B⊕B⊕...⊕B ((n−1)回の⊕) (23)

と定義できる．
そして，各々のサイズの構造要素で各々openingを行

い，XB, X2B, X3B, ...という図形の系列を作る．する
と，この図形系列では，XB はX からBよりも小さな
成分が除かれており，X2Bはさらに 2Bより小さい成分
が，X3B はさらに 3Bより小さい成分が，．．．，各々除か
れていることになり，Xのうちより小さな部分が順に除
かれた図形系列になっていることがわかる．このような
図形の系列をつくる openingの系列を granulometryと
いう1．

Granulometry によって生成される図形の系列 XB,
X2B, X3B, ...について，その面積を求め，さらに各面積
と元の図形Xの面積との比を求める．離散的な画素で構
成された通常の画像を扱う場合，図形の面積とは図形を
構成する画素数に相当する．サイズに面積比を対応させ
た関数は，サイズ0の時面積比1で，単調減少な関数にな
る．これをサイズ分布関数 (size distribution function)
という．サイズ分布関数のサイズ nに対応する値は，「画
像中の物体のうち，サイズ n以上の部分の面積の割合」
を表す．
さらに，サイズ分布関数の微分を考える．離散的なサ

イズを考える場合，これはXB , X2B , X3B, ...の中の，

1一般には，各サイズの構造要素を(23)式のように定義し
なくても，サイズs,rについてs≤rのときXsB ⊇XrB

が満たされていれば，granulometryを定義できる．ま
た，このように granulometryを定義するには，Bは
凸図形でなければならない．詳しくは [8,2]を参照され
たい．

– 5 –
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フィルタ定理の例
２つの値の平均を，最大と最小で

r：小

画素値

x 

y 

x - r 

y + r 

r：大

x - rとy + rの
大きいほう

x - rとy + rの
小さいほう

　「大きいほう」の最小
＝「小さいほう」の最大
＝平均

y + r 

x - r 

x - r 

y + r

図 5: 最大・最小で平均を表す

ナイ
フを

動か
して
ゆく

図 6: ケーキを平等に分けるには

鎖線で表しています。「大きいほうの最小」と「小さいほうの最大」は，両線が接する位置にあります。
この位置では r = 1

2 |x− y|であるから，「大きいほうの最小」も「小さいほうの最大」も，どちらも xと
yの平均に等しいことがわかります。

このやり方は，クイズ集などにある「ケーキを平等に２等分する方法」と同じです。 これは，棒状の
ケーキをＡ，Ｂの２人に分けるとき，どちらもより大きい分け前を求めているならば，

1. Ａがナイフをケーキの端から少しずつ動かしてゆく

2. Ｂが途中で「ストップ」の声をかける

3. そこでナイフを入れてケーキを２つに切り，「Ａが」２片のうち好きなほうをとる

とすれば平等に分けられる，というものです。Ａは切断後の２片のうちの大きいほうをとるはずです
から，Ｂは「大きいほうが最小」になるように「ストップ」をかけます。その結果，２片は同じ大きさ
に分けられます。
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AとBの２人がケーキを分ける。
２人とも大きい方がほしい。

Aがナイフを端から動かして行き，
Bが「ストップ」をかけて，ケーキ
を切ってAが好きな方をとる

Bの立場では，
切ったあとAは大きい方を取るだろ
うから，大きい方を最小にする
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一般的なモルフォロジの表現 
～順序集合と束
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もっとも一般的なモルフォロジの表現
モルフォロジが定義できる集合は，
要素間の一部に順序が定義されていて（半順序集合），
任意の要素間に「上限」と「下限」が
定義されていればよい． 束(lattice)という

束の例
(Hasse diagram)

全順序集合 c-dに順序はないが，
c-dの上限はb，下限はe
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lower to y and y is upper to x when x ! y*).

X is called totally ordered set if an ordering is defined

for all pairs of the elements of X. All the elements of a

totally ordered set can be arranged on a straight line in

the defined order. For example, a subset of integers, for

example possible values of gray scale pixels, is a totally

ordered set with respect to the ordering ! (in ordinary

sense).

For an element a of a subset A of an ordered set X,

a is defined maximal of A if there is no element upper

to a except a itself in A, and defined minimal if there is

no element lower to a except a itself in A. In this case

there can be an element whose ordering to a is not de-

fined in A.

a is defined maximum of A if a is upper to all elements

of A, and defined minimum if a is lower to all elements

of A.

The set of the elements of X that are upper [lower] to all

the elements of A is defined upper bound [lower bound]

of A. If the minimum [maximum] of the upper bound

[lower bound] of A exists, it is defined supremum

[infimum] of A. Note that the supremum and infimum

are not always an element of A. If the supremum

[infimum] is an element of A, it is equivalent to the

maximum [minimum] of A.

If the upper bound and lower bound are defined for all

combinations of two elements of X, and if the upper

bounds and lower bounds are always in X, the algebraic

*) Although the symbol “!” is often used to express an ordering, it is not related to the inequality symbol in the ordinary

mathematical sense. The terms “upper” and “lower” only have the meaning that y is defined “upper” if x ! y.

system consisting of the set X and the operations to

define the upper bound and lower bound is called lat-

tice.

Figure 4 is called Hasse diagram, which illustrates

orderings. Figures 4(a)(b) and (c) are examples of lat-

tices. Figure 4(a) is a totally order set, and its Hasse dia-

gram is a straight line. In Fig. 4(b), note that the upper

bound of the elements c and d is not c or e, but b. Fig-

ure 4(c) shows a lattice composed by assigning an or-

dering on the vertices of a cube.

Lattice and morphology on color images

It follows from the above discussion that the morpho-

logical operations can be defined if the ordering of the

vectors for color pixel values is defined to compose a

lattice. There are several vector spaces to define color

vectors , for example the RGB system as well as the

YIQ system based on the brightness and color differ-

ence. Generally the ordering is defined by a linear com-

bination of vector elements. However, researches of

this area are in progress and various methods are being

proposed. The lattice is also used for a general math-

ematical formulations of the mathematical morphol-

ogy[2].

References

[1] 小倉久和，情報の基礎離散数学，近代科学社，
ISBN4-7649-0276-1 (1999).

[2] H. J. A. M. Heijmans, Morphological Image Opera-

tors, Academic Press (1994).
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bounds and lower bounds are always in X, the algebraic

*) Although the symbol “!” is often used to express an ordering, it is not related to the inequality symbol in the ordinary

mathematical sense. The terms “upper” and “lower” only have the meaning that y is defined “upper” if x ! y.

system consisting of the set X and the operations to

define the upper bound and lower bound is called lat-

tice.

Figure 4 is called Hasse diagram, which illustrates

orderings. Figures 4(a)(b) and (c) are examples of lat-

tices. Figure 4(a) is a totally order set, and its Hasse dia-

gram is a straight line. In Fig. 4(b), note that the upper

bound of the elements c and d is not c or e, but b. Fig-

ure 4(c) shows a lattice composed by assigning an or-

dering on the vertices of a cube.

Lattice and morphology on color images

It follows from the above discussion that the morpho-

logical operations can be defined if the ordering of the

vectors for color pixel values is defined to compose a

lattice. There are several vector spaces to define color

vectors , for example the RGB system as well as the

YIQ system based on the brightness and color differ-

ence. Generally the ordering is defined by a linear com-

bination of vector elements. However, researches of

this area are in progress and various methods are being

proposed. The lattice is also used for a general math-

ematical formulations of the mathematical morphol-

ogy[2].
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Fig. 4. Examples of lattice.
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近傍内の上限→dilation，下限→erosion

カラー画像のモルフォロジも，この考えにもとづく
（ベクトルの順位付け）


